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Modelacion matematica en la construccion conceptual de las
inecuaciones al comparar magnitudes: uso de una norma
medioambiental en la musica

Mathematical modelling in the conceptual construction of inequalities when comparing
magnitudes: use of an environmental standard in music

LEMUS-CORTEZ, Neemias *
ESCOBAR, Hugo ?

Resumen

La Modelacion Matematica en el proceso de ensefianza-aprendizaje permite construir conceptos como
las inecuaciones realizando comparaciones entre magnitudes. En el ciclo utilizado, se estudian tipos de
argumentaciones que emergen desde la comparacién y el uso del estilo de pensamiento matematico
Visual-Analitico, produciéndose una unidn entre las representaciones y como estas son interpretadas.
La tarea construida fue desarrollada por estudiantes de ultimo afio de secundaria, cuyos resultados
muestran cémo ellos construyen su conocimiento desde la sistematizacion de los conceptos.

Palabras clave: modelacién matematica, argumentacion, inecuacion, comparar.

Abstract

Mathematical modelling in the teaching-learning process, allows the construction of concepts such as
the inequalities making comparisons between magnitudes. In the cycle used, type of arguments are
studied, that emerge from comparison and use of the mathematical visual-analytic thinking style,
producing a union between the representations and how they are interpreted. The task was developed
by senior in high school, whose results show how they can build their knowledge from systematization
of concepts.

key words: mathematical modelling, arguments, inequality, compare.

1. Introduccion

El estudio de las inecuaciones ha cobrado gran importancia en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas,
debido a su influencia en la construccidn de la teoria matematica (Halmaghi & Liljedahl, 2012; Bernardis, Nitti &
Scaglia, 2017), como por ejemplo, la definicidén de limite dada por Cauchy (Borello, 2010), haciendo uso de los
conceptos de comparar y acotar. Las inecuaciones han tenido un crecimiento gradual: estando presente a
principios del desarrollo del conocimiento humano (Bagni, 2005), desarrollandose como una herramienta al
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servicio de la teoria matematica (Halmaghi & Liljedahl, 2012) y llegando a convertirse en una disciplina de estudio
(Bernardis et al., 2017).

En la revisién del estado del arte se ha identificado que las inecuaciones son un conocimiento tranversal
(Bernardis et al., 2017), presente en una multiplicidad de conceptos: expresar condiciones (Bagni, 2005),
comparar y tomar decisiones (Monje, Seckel & Breda, 2018), donde la comparacion esta ligada a la relacion de
orden en R (Borello, 2010).

Halmaghi & Liljedahl (2012), establecen que el estudiar la historia de los conceptos matematicos ayuda a tener
un éxito en el desarrollo del aprendizaje. Los autores realizaron un barrido histéorico, mostrando que los
matematicos de la antigliedad eran expertos en comparar magnitudes y expresar relaciones entre ellos. Ademas,
determinaron que los simbolos utilizados actualmente en las inecuaciones, eran usados sdlo para comparar y no
estaba al servicio de la aritmética.

En la ensefianza tradicional, no se evidencia la construccién del conocimiento de las inecuaciones lineales a través
de enlaces entre aspectos conceptuales, como es el caso de comparar elementos. Esto queda demostrado,
mediante el cdmo se ensefian las inecuaciones en Chile (Mufioz, Gutiérrez & Mufioz, 2016), sobre las bases que
tienen los profesores para realizar sus clases (MINEDUC, 2015), y también, investigaciones que dan cuenta de
este problema, el cual consiste en focalizar la ensefianza-aprendizaje de las inecuaciones lineales en procesos
algoritmicos repetitivos previamente establecidos (Gatica & Maz, 2012; De Souza, Nogueira de Lima & Campo,
2015).

A partir de lo anterior y considerando el curriculum chileno, especificamente en el libro que el Ministerio de
Educacion de Chile (MINEDUC) entrega a los establecimientos educacionales hasta estos ultimos afios (Mufioz et
al., 2016), se puede evidenciar la problematica descrita anteriormente, focalizada en las operaciones aritméticas
que permiten encontrar la solucién. En reiterados momentos (Tres veces en tres planas), como se muestra en la
Figura 1, aparece la pregunta “éComo hacerlo?”, ejemplificando la manera de cémo el estudiante debe resolver
una inecuacion lineal. Esta forma de presentar como se desarrolla el objeto matematico, produce en el
estudiante dificultades en el aprendizaje por ausencia de significados (Garrote, Hidalgo & Blanco, 2004, Gatica &
Maz, 2012) y por representar de forma aislada las diferentes representaciones de las inecuaciones (De Souza et
al., 2015).

Figural
Ejemplo de ejercicio

Si un joven es 22 aflos menor que su padre y 48 afios menor que su abuelo,
¢a partir de qué edad la suma de los afos que tienen él y su padre sera mayor
que la edad de su abuelo?

Si definimos como x la edad del joven, entonces la edad de su padre y su abuelo
serdn x + 22 y x + 48, respectivamente. Luego, planteamos la inecuacion:

x+x+22>x+48- - -e Reducimos términos semejantes.
2x+22>x+48 .0 REStaMOS X.
X+ 22 >48 e REStAaMOS 22.
x> 26

En consecuencia, si el joven es mayor de 26 anos, la suma de su edad con la de su
padre superara la cantidad de afos que tiene su abuelo.

Fuente: Mufioz et al. (2016, p. 47)

La estructura de ensefianza-aprendizaje propuesta en la figura presentada, solo fomenta el aprendizaje de
algoritmos que se aprenden de forma memoristica. En este sentido, el lenguaje natural y las graficas son
consideradas como elementos o herramientas de caracter secundario al desarrollo algebraico para la resolucién

51



de inecuaciones lineales, produciendo dificultades adicionales (De Souza et al., 2015) y no dando lugar a la
argumentacion (Cardetti & LeMay, 2019).

Se identifica la problematica de la ensefianza-aprendizaje de las inecuaciones lineales, en el énfasis puesto en la
resolucion algebraica y no en los conceptos ni en las representaciones graficas, produciendo escasas situaciones
didacticas para construir conceptualmente la conexion entre la matematica y la realidad de los estudiantes. Por
lo tanto, no se hace uso de la argumentacién como medio para fortalecer la comprensidn conceptual del objeto
matematico. Gatica y Maz (2012) confirman lo descrito anteriormente, indicando que los estudiantes no
aprenden las inecuaciones desde los aspectos conceptuales, sino al contrario, desarrollan su aprendizaje desde
lo procedimental y a través de reglas y algoritmos repetitivos.

Las investigaciones muestran que el aprendizaje de las inecuaciones lineales debe realizarse mediante la
conexion de las diferentes representaciones que posee el objeto matematico (Barbosa, 2003; Hernandez, 2013;
Torres, 2013; De Souza et al., 2015), para que a través de ellas se realice un proceso argumentativo como
herramienta para apoyar el razonamiento matematico (Cardetti & LeMay, 2019). Por lo tanto, se establece que
mediante la Teoria de Registro de Representaciones Semidticas (Duval, 1995) existen diferentes registros de
representaciones, que en el caso de las inecuaciones son: lenguaje algebraico, grafico, tabular y natural.

La Modelacion Matematica viene a realizar una conexion entre la realidad del estudiante y las matematicas,
debido a que metafdricamente es un puente entre saberes (Freid & Bergsten, 2019). Se identifica un puente
entre lo que el estudiante no conoce y el uso que el estudiante puede realizar con este conocimiento, mediante
el concepto de comparar. En esta conexion se materializan usos de la argumentacién, debido a que por medio
de ella se generan relaciones entre representaciones y entre conocimientos previos con el nuevo conocimiento
(Cardetti & LeMay, 2019).

Esta investigacion exploratoria no correlacional, pretende analizar el tipo de argumentacion que emplean los
estudiantes al momento de resolver una tarea de modelacidon y de una forma mds especifica: se analizardn,
describirdn e interpretaran las producciones materializadas en las tareas de modelacion. A la luz de los resultados
obtenidos mediante la sistematizacion de los conceptos, se dara respuesta a nuestra interrogante: ¢ Qué tipo de
argumentaciones permite una tarea de modelacidn en la construccién conceptual de inecuaciones lineales?

2. Marco conceptual

La Modelaciéon Matematica posee diferentes ciclos de modelacion, pero para nuestra investigacion utilizaremos
el ciclo de modelacion de Blum-Borromeo (Borromeo-Ferri, 2010), que se caracteriza por tener una perspectiva
mas coghnitiva y que nace desde el ciclo propuesto por Blum & Leip (2005).

Firgura 2
Ciclo de Modelacion Blum-Borromeo
extra-mathematical
knowledge (EMK) \ 3
mathematical 1 Understanding the task
resl modcl model 2 Simplifying/Structuring the
extra-mathematical knowledge 2 task; using/need of (EMK),
(EMK) L] depends on the task
real )11/ mental representation a 3 Mathematising; EMK is
situation of the situation needed here strongly
6 4  Working mathematically,
real [] mathematical usingindividual
results mathematical
\/ results o 3
5 Interpreting
rest of the world ;
mathematics 6 Validating

Fuente: Borromeo-Ferri (2010)
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Freid & Bergsten (2018) establecen que la modelacion matematica debe ser una aproximacién entre el saber
matematico del estudiante y las inecuaciones, especificamente para nuestro caso. Los autores determinaron que
metafdricamente existe un puente entre las matemadticas y la realidad, relacién que se pude llevar a cabo
mediante el concepto de comparacidn inherente en las inecuaciones. Borello (2010) en su estudio determind
que: “En nuestra vida cotidiana comparamos y acotamos continuamente ya que estas actividades son las que
nos permiten emitir juicios y, por consecuencia, tomar decisiones” (p. 47).

Segun la Figura 2, los estudiantes reciben una tarea que tiene un contexto real (DJ en una fiesta) y donde existe
un fenédmeno a modelar (Decibeles de una cancién). La tarea se debe entender en el mundo del estudiante para
poder estructurar un modelo real de la situacidn, que en nuestro caso esta dado por la comparacion entre las
representaciones graficas de los decibeles de la cancidn, en relacion con el tiempo y las normas de emisién de
ruidos molestos generados por fuentes fijas (Ley N2 19300, 2012). Desde este modelo se realiza una
matematizacién que ayudard a los estudiantes a construir un modelo matematico y que este sea valido. A través
del trabajo vertido en cada fase, se debe hacer uso de competencias matemadticas para obtener resultados
matematicos, cuyos resultados se muestran en intervalos en la recta real. Estos resultados son interpretados
para obtener una causa real del modelo, produciendo una representacién mental de la situacién (Borromeo-
Ferri, 2010).

La perspectiva cognitiva que tiene el ciclo de modelacién presentado, permite analizar los procesos cognitivos
gue se desarrollan en el ciclo y como se comprenden, pues los usos de modelos como imagenes mentales
(representaciones) ayuda a los procesos cognitivos, como la abstraccién o la generalizacion (Kaiser & Sriraman,
2006).

Segln Borromeo-Ferri (2010) los procesos cognitivos provienen de las representaciones mentales de las
situaciones, vinculandose con la teoria de los estilos de pensamiento matematico. La autora agrega que el
término estilo de pensamiento matematico, es cuando un estudiante prefiere presentar, comprender y pensar
a través de hechos matemadticos y conexiones, utilizando ciertas imaginaciones internas. Ademas, se definen tres
estilos de pensamiento matematico para la ruta de modelado: pensamiento visual, pensamiento analitico y
pensamiento integrado.

Focalizado en el estilo de pensamiento matematico integrado, Zazkis, Dubinsky & Dautermann (1996),
interiorizaron sobre los estilos de pensamiento matematico, enfocandose en la visualizacidon y el andlisis,
proponiendo un modelo alternativo (visualizador/analizador o V/A) que determina que estos dos estilos de
pensamiento matematico son mutuamente dependientes en la resolucion de problemas matematicos.
Asumiendo que estos dos estilos al estar presentes e integrados, permite construir una comprension rica de los
conceptos matematicos.

Zazkis et al. (1996) declaran que la visualizacion o pensamiento visual consiste en el hacer y no en el producto
de lo que se hace, radicando en la conexidon entre la imagen y lo mental. Para el caso del pensamiento analitico,
los autores ejemplifican este tipo de pensamiento con un bidlogo que estudia la naturaleza de una planta, que
al descomponerla da lugar a la relacion de sus partes y sistematizandolas en otras relaciones.

Para esta investigacion se hace necesario posicionar al pensamiento matematico integrado como un agente de
entrada para recorrer la ruta del modelado, pues al momento que los estudiantes hacen uso del concepto de
comparar en la tarea de modelacién, actuaran en base a los elementos visuales y analiticos presentes en la
situacion.
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2.1. La argumentacion

La argumentacion que se produce en estos procesos cognitivos es de mucha importancia, pues la argumentacion
I6gica es una habilidad necesaria en el aula, debido a que muestra el caracter de verdad de una proposicién
(Crespo, 2005, Cardetti & LeMay, 2018). De Gamboa, Planas y Edo (2010) determinan que esta habilidad ayuda
a comprender y producir una relacidn de justificacién entre proposiciones. Ademas, Crespo (2005) muestra que
no es sélo una riqueza en el dominio de la tarea presentada, sino en el razonamiento de las tareas futuras y con
distinto origen.

Las bases curriculares buscan que los estudiantes sean personas capaces de razonar y ser criticos, pero esto sélo
se puede desarrollar a través de practicas argumentativas, donde aprenda a reconocer argumentos validos. En
el caso de Chile, la argumentacion es una de las habilidades que se espera ser desarrollada en los estudiantes
mediante tareas de modelacién (MINEDUC, 2019).

En la argumentacién de forma global, Ledn y Calderdn (2001) identificaron dos tipos de recursos argumentativos:
matematicos y discursivos. Estos recursos estan inmersos en la argumentacion como complemento de la
validacion. Para ello, los autores determinaron tres tipos de fases que construyen el proceso argumentativo
global: De formulacién, de confrontacion y analisis y consolidacion de argumentos.

Cardetti & LeMay (2019) en el proceso argumentativo de una tarea matematica, identificaron y desarrollaron
cinco categorias de argumentacion:

1. Dar sentido a los procedimientos: Consiste en los procedimientos que los estudiantes deben hacer desde
sus explicaciones y que no sean determinadas por un algoritmo preestablecido.

2. Analizar conceptos erréneos: El error juega un rol protagdnico en la comprensién conceptual, ya que el
poner atencidn a los errores y sus correcciones, beneficia la argumentacion y la comprension de un
concepto.

3. Vincular conceptos: El estudiante vincula diferentes conceptos matematicos, temas y procesos que, al
estar juntos, proporciona una relacidon entre diferentes ideas, provocando una comprension mas
profunda de las matemadticas en su conjunto.

4. Conexidn entre conocimientos previos: Los conocimientos previos y su importancia, se debe a que al
argumentar el estudiante organiza y reorganiza estos conocimientos previos para lograr nuevas
comprensiones conceptuales.

5. Conexién entre representaciones: Alude al manejo de representaciones por parte del estudiante, pues
manejar diferentes representaciones en relacion con un tema y las distintas diferencias entre
representaciones, caracteriza el progreso del entendimiento de un concepto.

Las categorias presentadas, seran de mucha ayuda al analizar las argumentaciones de los estudiantes en el ciclo
de modelacidon, ya que para efectos de la investigacion nos vamos a enfocar en las fases tres, cuatro y cinco
(Figura 2). Reconocemos que en cada fase del ciclo de modelacién existen tipos de argumentaciones, pero por
causa de nuestro analisis, s6lo nos centraremos en estas tres fases.

El estudiante al enfrentarse a la tarea de modelacidn y transitar por cada fase del ciclo, desarrolla cada fase segln
sus caracteristicas. Al tener el modelo de la situacidn real, los estudiantes utilizan graficas que permiten el
desarrollo del estilo de pensamiento matematico integrado como agente de entrada y agente transversal, pues
emplearan la comparacién que es un concepto trascendental en las inecuaciones. Por lo tanto, la argumentacion
como herramienta de apoyo para el razonamiento matematico, permitira esta relacién de justificacién entre
proposiciones, emergiendo desde todo este trabajo: Dar sentido a los procedimientos, analizar conceptos
erréneos, vincular conceptos, conexidn entre conocimientos previos y conexion entre representaciones.
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3. Metodologia

Esta investigacion exploratoria no correlacional e investigacidn-accion, responde a la existencia de una
problematica, desde la cual se producen estrategias de accidn y una actuacién participativa de los involucrados
y, de esta forma, desarrollar una comprensién sistematica y profunda de las situaciones que, al ejecutarse y
evaluarse, finaliza en un producto (reflexion y accidén) que da solucion a la problematica identificada (Kemmis &
McTaggart, 2013). Ademas, la recogida de datos de la tarea de modelacidn se realizé mediante la produccion de
los estudiantes y videos del plenario de la clase.

3.1. Unidad de analisis

Los sujetos de estudio son estudiantes del nivel de cuarto ano de ensefianza media, con una edad de 17 a 18
afos, siendo 13 mujeres y 15 hombres. Los grupos de trabajo que realizaron la tarea fueron 7, quienes trabajaron
de forma cooperativa resolviendo cada una de las interrogantes planteadas. Los estudiantes pertenecen a un
colegio particular subvencionado de la Regién del Libertador Bernando O’Higgins. El colegio es cientifico
humanista. Ademas, los participantes no conocian la tarea de modelacién y no fueron instruidos en el cdmo
desarrollar la tarea, con la intencidon de evidenciar de forma mas natural las respuestas y que estas no estén
intencionadas por un conocimiento previo.

3.2. Tarea de modelacion

Para esta investigacion se construyd una tarea de modelacion, desde un contexto de actualidad, haciendo uso
de la musica y de un sonémetro (App). A continuacidn, en la Figura 3, se detalla la tarea de modelaciéon
presentada a los estudiantes.

Figura 3
Tarea de modelacion

La emision del sonido; como la voz, el canto de las aves y
ruido ambiente; puede ser analizado de varias formas. Una
forma es utilizar el sondémetro, que captura la intensidad del
sonido de las ondas sonoras, mostrando una grafica y de esta
manera poder tener un medio para el estudio del sonido.

El Decreto 38 del Ministerio del Medio Ambiente (norma de
emision de ruidos molestos generados por fuentes fijas)
entrega los niveles méximos permitidos de emision sonora generados por fuentes fijas
para la comunidad. Dispone que el ruido mdximo para las zonas residenciales es de 55
decibeles (db) en horario de 07 a 21 horas.

Para realizar nuestra tarea, leamos atentamente la siguiente situacion:
“Arturo esta de cumplearios y realiza una fiesta en su casa, contratando un dj que
desea partir la fiesta a las 19 horas con la cancion despacito de Luis Fonsi, a un
volumen moderado. Al cabo de un minuto, Arturo se acerca al Dj y muy molesto le
dice que la miisica estd despacio y que debe subirle...”

Si ta eres el fiscalizador y cuentas con las graficas de la cancion puesta por el DJ.

1. (En qué momentos la cancion sobrepasa la norma del Ministerio del Medio Ambiente?
- subrayar con lapiz rojo el o los tramos en qué ocurre este fendomeno.
- representar en una recta real cada tramo detectado.

2. ;Cuanto tiempo el DJ sobrepasoé la norma?

3. Si fueses el inspector, ;qué le dirias al DJ?

Fuente: Elaboracion de los autores

En el momento de la implementacidn del instrumento y recogida de datos, se entrega la tarea (Figura 3) y seis
[dminas que contienen graficas que miden los decibeles de la cancién elegida, despacito (Ender, Fonsi & Yankee,
2017) vy, los datos entregados por el sondmetro. Cada ldmina describe 10 segundos de la cancidén en una grafica,
en base a las variables tiempo y la intensidad del sonido, siendo en total 60 segundos a analizar de la cancidn.
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3.3. Categorias de analisis

Al tener un marco conceptual que se estructura principalmente entre la modelacion matematica y la
argumentacion, se conforman las categorias de analisis de la siguiente manera: en primer lugar, estan focalizadas
en tres fases (fase 3, 4 y 5) del ciclo de modelacion (Borromeo-Ferri, 2010) y, en segundo lugar, se encuentra las
cinco categorias de argumentacién dadas por Cardetti & LeMay (2019). A continuacidn, se presenta la Tabla 1
con las categorias de analisis y sus respectivas descripciones.

Tabla 1

Categorias de analisis

Tarea Fases del ciclo de Argumentacion Descripcion
modelacion
1 ¢En qué Matematizacion Conexion entre Los estudiantes mediante las graficas realizan una funcién constante
momento la (Fase 3) conocimientos en f(x) = 55 o una recta horizontal en x = 55, representando la
cancion previos norma descrita en el decreto 38 del Ministerio del Medio Ambiente

sobrepasa la
norma del medio
ambiente?

(Ley N2 19300, 2011), cuyos conocimientos previos sobre funcién y
recta fueron aprendidos en cursos anteriores.

Conexion entre
representaciones

Se identifican los momentos en que la curva de los decibeles
interseca a esta funcién constante o linea horizontal, produciendo
un conjunto de elementos que sobrepasa la linea horizontal y otros
que estdn bajo esa linea. Se realiza la conexion entre una
representacion en un plano con la representacién en una recta real.

Trabajo
matematico (Fase
4)

Vinculan conceptos

Cada conjunto es transcrito como instantes en una recta real,
estableciéndose la recta real como el tiempo donde la cancién
sobrepasa la norma.

Aqui se vincula el concepto de RECTA REAL-TIEMPO. Vinculando
conceptos matemadticos con conceptos fisicos.

Conexion entre
representaciones

Este conjunto de momentos descritos en una recta real, son
transformados en intervalos de tiempo, especificamente intervalos
de tiempos en que la cancidn sobrepasa a la norma.

Aqui se realiza la conexién entre la representacion gréfica de los
momentos con una representacion algebraica y proposicional de
intervalos.

2 {Cuanto
tiempo el DJ
sobrepasé la
norma?

Interpretacion de
los resultados
(Fase 5)

Analizar conceptos
erréneos

Al momento de realizar las conexiones entre representaciones
(grafica de la recta con los intervalos) pueden incurrir en error de
escritura y errores de comprension de un intervalo. Al comparar
resultados con otros pueden surgir argumentaciones sobre la
construcciéon y medicion de los intervalos.

3 Si fueras
inspector ¢Qué le
dirias al DJ?

Interpretacién de
los resultados
(Fase 5)

Dar sentido a los
procedimientos

Los estudiantes realizan una interpretacién de los intervalos en
relacion con la medicién total del tiempo la que requiere de dos
acciones cognitivas:

1) Comprender que el tiempo asociado a un intervalo se puede
obtener a partir de la diferencia entre los limites de los
intervalos. Diferencia que debera considerar una sustracciéon
en un sistema sexagesimal como lo es el de nuestro sistema
horario.

2)  Acumular o sumar todas las mediciones de tiempo obtenidas
para cada uno de los intervalos que cumplan con el criterio,
teniendo en cuenta también que la suma debe realizarse bajo
la légica del sistema horario.

Se da sentido a todo el desarrollo realizado, cuando se realiza la

interpretacion de los resultados en el mundo real.

Fuente: Elaboracion de los autores
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Mediante estas categorias de andlisis construidas se analizaran los resultados, observando si estas categorias se
evidencian en la ruta de modelacidon en las diferentes fases a observar y cédmo las argumentaciones son
constructoras de conocimiento matematico.

Dada las caracteristicas de esta tarea de modelacion, si bien es cierto las fases de modelacién dan cuenta de
como se va construyendo un concepto, se hace necesario explicitar que esta taxonomia de argumentacion que
se ha considerado fundamentalmente desde las fases de modelacién, permite ver la matematizacién con fuerza
en la argumentacion.

4. Resultados

En este apartado se presentan algunas de las producciones de los estudiantes, mostrando aquellos resultados
gue son mas relevantes y sintetizados, debido a lo extenso que fueron los datos recogidos. Cabe sefalar que, de
los siete grupos conformados para realizar la tarea, se expondra la muestra mas significativa de los datos (grupo
5y 6), dejando claro que la gran mayoria, seis de los siete grupos, realizé procedimientos muy parecidos.

En la primera parte de la presentacion de resultados, se mostraran dos producciones de grupos diferentes. En
esta parte, se ha decidido seleccionar una de las seis laminas de las graficas de los decibeles de la cancidn, para
ejemplificar el proceder de cada grupo y a través de esta muestra generalizar lo realizado por parte de los demas
grupos. La segunda parte y hasta el final de la exhibicién de los resultados, utilizaremos las producciones de los
grupos 5y 6, con el fin de visualizar el proceso a analizar.

Inicialmente, los estudiantes deben realizar un procedimiento de subrayar con lapiz rojo el o los tramos en que
la cancion sobrepasa la norma, respondiendo a la pregunta: ¢éEn qué momento la cancidn sobrepasa la norma
del Ministerio del Medio Ambiente?. Entonces, los estudiantes establecieron una linea horizontal en x = 55.

Figura 4
Forma 1 de establecer la norma

del Ministerio del Medio Ambiente
Bopalr et BESL  MSNGE MU g e e

Jecibel
(db)
100 10C
90
80 80
70
o\ AV M AL
50
40 40
30

20 T} “;‘ , ; " . e N 1920
40s41s 42s “43s) 44s)| 45s !465s 47s 48s 49s 50s

Fuente: Produccién grupo 5
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La gran mayoria de los grupos procedieron en este momento como se muestra en la figura 4, sélo existe el grupo
7 que trazaron segmentos perpendiculares al eje del tiempo en segundos, como una estrategia para determinar
los intervalos de tiempo en que la cancidén sobrepasé la norma, situacion que se ejemplifica en la figura 5.

Todos los grupos en el instante de buscar cada momento en que la cancién sobrepasd la norma del Ministerio
del Medio Ambiente, desde los 55 decibeles, utilizaron gran parte del tiempo en buscar el cémo resolver lo

preguntado, llegando a plasmar lo realizado en la figura 4 y 5.

Figura 5
Forma 2 de establecer la norma
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Luego de realizar la accién de establecer esta norma, los grupos debian proceder en representar en una recta
real por cada tramo detectado. Seis de los siete grupos realizaron el procedimiento de plasmar en una recta real
todos los momentos en que la cancién sobrepasé la norma, como se muestra en la Figura 6. El grupo cinco no

realizo la recta real.

Figura 6
Recta real de los momentos en

que la cancién sobrepasa la norma

7777 7 5 7—-———'—'7——\.
'1// / f L4 " /, A '
!,_,m. Il FRSTARE WA YO VO WA WA TS RN AT SRS SR SN DU S SO ,»a,ngbun::g«-ww;/";vf:t’-"j"?f: PR "5)

il I L — -
12 20503 a40M 2 BUIS LR BADLN 2 222w 5RTD o v o

Fuente: Produccién grupo 6

En relacion a esto ultimo, los estudiantes realizaron un procedimiento que no estaba previsto, que durante el
proceso de confeccion de la recta real con cada momento en que la cancién sobrepaso la norma, cuatro de los
siete grupos, realizaron una organizacion de datos por momentos y esto se ve reflejado en la figura 7.
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Figura 7

Lista descriptiva de los momentos
observados por el grupo 6
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Fuente: Produccién grupo 6

El grupo 5 no realizd el resumen de los intervalos en una recta numérica, pues determinaron inmediatamente
que el tiempo asociado a cada intervalo se puede obtener mediante la diferencia entre los limites de los
intervalos. Esta situacién se evidencia en la Figura 8.

Figura 8
Tiempo asociado a cada intervalo
e ;} glgg‘l\()\ }\
/4 ) 2,0V {
by o 0B e s
d silo 089 7 Seed (69
-5 z _z- - 77/ 0, & o o 4 /-/»--
/V‘—)f o’lé e e
0t 7) O(’)/Z 8,6 18 AN

Fuente: Produccién grupo 5

Luego de realizar el procedimiento de encontrar el tiempo asociado a cada intervalo, todos los grupos entregaron
respuestas numéricas en relacién a la pregunta: ¢ Cuanto tiempo el DJ sobrepasd la norma? En general los valores
entregados como respuesta, fueron entre los 26,55 y 31,5 segundos.

Finalmente, los estudiantes debian responder a la pregunta 3: Si fueras inspector é¢qué le dirias al DJ?, obteniendo
diferentes respuestas: asociadas a multas, problemas auditivos y sentido comun. A continuacion, se muestra una
de esas respuestas.

Figura 9
Respuesta a la pregunta 3
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Las respuestas realizadas a cada una de las interrogantes, determinan una contextualizacién y argumentacion
matematica, siendo la visualizacion en la matematica, un elemento importante para el desarrollo del concepto
en el ciclo de modelacion. La visualizacién comienza cuando se debe determinar la norma y establecer los
momentos que la cancién sobrepasa dicha norma. Luego, como producto de la visualizacion, viene un trabajo
analitico con los datos entregados. Los estudiantes al tener elementos bajo la taxonomia argumentativa, pueden
realizar argumentaciones en cada momento del ciclo.

5. Discusion

Los estudiantes al momento de recibir la tarea de modelacion, demoraron en resolverla, por causa de que era la
primera tarea de este estilo a la cual se enfrentaban. Esto se debe a que la modelacién matematica no es comun
en las aulas, desde el afio 2015 la modelacién viene tomando fuerza en las bases curriculares como una habilidad
(MINEDUC, 2015) en relacién con los afios anteriores. A fines del afio 2019, el MINEDUC (2019) ha definido que
la Modelacion Matematica es un proceso que busca integrar las habilidades (representar, modelar, resolver
problemas y argumentar y comunicar) y a través de este proceso tomar decisiones fundamentadas. Otra
situacion a la que se enfrentan los docentes es la falta de capacitacion sobre esta area, porque aunque los
esfuerzos de definir de buena forma la modelacion matematica viene plasmados en las bases curriculares,
existen multiples creencias y definiciones erréneas en relacién al tema en cuestion. En esta misma linea, Blomhgj
(2019) declara que la modelaciéon matematica esta incluida en los programas de estudio, pero no estd integradas
en las aulas.

La argumentacion tiene la misma falencia que la modelacién matematica, aunque es transversal en todas las
disciplinas, pero en matematica no es algo que tenga relevancia (Crespo, 2005; De Gamboa et al., 2010). La
modelacién esta presente en las bases curriculares, asi también la argumentacion, siendo ambas consideradas
por el Ministerio de Educacién de Chile como dos de las cuatro habilidades a desarrollar en el aula, pues estas
son protagonistas en la adquisicion de nuevas destrezas y conceptos (MINEDUC, 2015). La argumentacion es
importante desde las bases de la educacion, para los docentes de matematica no es de mucha importancia,
mediante los resultados se puede evidenciar que para este grupo de estudiantes la argumentacion puede ser
promovida por tareas de modelacidén, pues los estudiantes muestran sus capacidades argumentativas al
momento de responder a las interrogantes.

Por causa de las intenciones de esta investigacion, como hemos dicho, sélo nos centraremos en lo que ocurre en
las fases 3, 4 y 5 del ciclo de modelacién, en relacion con los tipos de argumentaciones presentados.

Al momento de enfrentarse los estudiantes a la tarea y a cada ldmina del sonédmetro con las mediciones de la
cancion, las estrategias utilizadas para resolver la tarea son similar a lo visto en la Figura 4. Los grupos no
evocaron la idea de f(x) = 55 como funcidn constante, pero si realizaron una recta horizontal haciendo alusién
a lo que se pedia matematicamente, lo cual es resultado de la matematizacion mediante la visualizacion. Los
estudiantes argumentan a través de estas representaciones, pues realizan una conexién entre ellas, por causa
de conocimientos previos que ellos tienen. Quizas la funcién constante que se buscaba identificar como tal,
surgié de los estudiantes a través del pensamiento visual, porque estos conocimientos, que eran previos, ya
estaban en su mente.

En referencia a lo anterior, la argumentacién que relaciona la recta horizontal y la curva de la cancién, provocd
conexion entre representaciones. Las acciones plasmadas en las Figuras 4 y 5, muestran que existen
intersecciones entre funciones, dando lugar a determinar comparaciones entre ellas. Las intersecciones segin
De Souza et al. (2015) se puede mirar como una comparacion entre dos funciones. Entonces, las respuestas
nacidas desde la matematizacién en base a la visualizacidn, produjeron elementos que estan reportados en la
literatura. Luego, la conexion realizada entre representaciones tiene relacion a esta comparacion entre funciones
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y que al interceptarse existen puntos que delimitan esta comparacion, evocando la existencia de dos tipos de
representaciones, sobre la norma y bajo la norma.

Este tipo de representaciones emergentes, donde existen estos puntos que delimitan la comparacidn, definen
los limites que representan los intervalos y que contienen los tiempos que la cancidn sobrepasé la norma.

Al comparar la recta horizontal y la curva de la cancidén no se hace uso de inecuaciones ni de su simbologia, sino
que se trabaja con el concepto inherente al objeto matematico que es comparar dos magnitudes. En
consecuencia, y como se muestra en las Figuras 6 y 7, la identificacidon de dos tipos de representaciones, sobre
la norma y bajo la norma, permite a los estudiantes trabajar inicialmente desde la construcciéon conceptual,
ayudando al entendimiento de los procesos y a determinar el conjunto solucién de la tarea sin la necesidad de
realizar procesos algoritmicos.

Otra conexidn entre representaciones identificada a través de la argumentacidn, la encontramos en el momento
en que se detectaron los tramos en que la cancién sobrepasé la norma y luego fueron llevados a una recta real
como intervalos de tiempo, evidencia de eso lo podemos ver en la figura 6.

En el instante que los estudiantes transitan en la fase 4, dentro del mundo matematico, comienzan a vincular
conceptos, argumentando de la forma presentada en la figura 7 y siendo ayudados por un pensamiento analitico.
Este tipo de pensamiento proviene del momento en que los grupos producen el modelo matematico. Lo analitico
estd relacionado a descomponer y volver componer los elementos basicos de las inecuaciones lineales, con el fin
de poder entender de mejor forma los elementos matematicos que subyacen en el modelo.

El pensamiento matematico analitico y visual, durante un tiempo han sido desvinculados y menospreciados,
debido a que se consideran de poca ayuda en el desarrollo matematico (Zazkis et al., 1996). Otra mirada le ha
dado Borromeo-Ferri (2010), al darle importancia en el desarrollo matematico, de forma individual y en conjunto.
Segln nuestras consideraciones y basados en Zazkis et al. (1996) el pensamiento matematico visual y analitico,
deben estar presentes de forma conjunta para desarrollar conceptos matematicos. Las tareas se pueden
construir con un pensamiento matematico mas definido que el otro, pero nunca se pueden considerar de forma
separada, porque no se podria realizar un desarrollo fundamental de los conceptos matematicos.

Luego de realizar toda esta ruta de modelacion en base a la argumentacion y pensamiento matematico analitico-
visual, los estudiantes pueden transitar hacia la fase 5 de interpretacién a través del tipo de argumentacién que
da sentido a los procedimientos; pues todo el trabajo matematico realizado en las fases anteriores ayudo a que
los estudiantes argumentaran de forma certera, con la acumulacidn o suma de todas las mediciones de tiempo
obtenidas para cada uno de los intervalos que cumplen con el criterio e interpretando este modelo en la vida
real (Figura 9).

En relacion con la taxonomia de argumentacién presentada, sélo se evidencidé cuatro de los cinco tipos de
argumentacion, no porque no surgiera, pues se debe a que no quedd registrado especificamente el momento en
gue los estudiantes utilizaron el error para realizar una reorganizacién de las ideas del grupo.

La argumentacion en el ciclo de modelacién es fundamental, pues en cada fase del ciclo los estudiantes van
realizando argumentaciones, debido a que utilizan garantias que se sustentas en conocimientos previos, los
cuales se transforman en conclusiones verdaderas. Asi sucede con cada tipo de argumentacion en la ruta de
modelacidn utilizada: se evidencian conexiones entre conocimientos previos, entre representaciones, se vinculan
conceptos, se dan sentido a los procedimientos y se analizan los conceptos erréneos.
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4. Conclusiones

La modelacién matematica a través de las diferentes tareas de modelacién, ayuda a construir conceptos
matematicos desde contextos reales. La realidad que hoy viven los estudiantes determina un cambio de
paradigma en la ensefanza-aprendizaje de las matematicas. La tarea construida para esta investigacion,
haciendo uso de los elementos de las inecuaciones lineales y nociones fisica (intensidad del sonido), dio lugar
para analizar una cancidn y como esta se puede examinar a partir de las leyes del Ministerio del Medio Ambiente
(Ley N2 19300, 2011), con relacion a ruidos molestos y haciendo uso de un sondmetro.

El tener tareas que nazcan desde una comunidad profesores-investigadores que construyen tareas desde un
marco conceptual, ayudan al desarrollo de las matematicas en los estudiantes. La ensefianza-aprendizaje desde
elementos situados y con significado, produce bases sélidas para construir su conocimiento matematico en los
estudiantes, pues se erige desde la convergencia de la matematica y su realidad.

Los resultados obtenidos, a través de las producciones de los estudiantes, muestran que es posible realizar
cambios en la forma tradicional de ensefianza-aprendizaje de las inecuaciones, pues se soslaya la necesidad de
recurrir a procesos algoritmicos para resolver inecuaciones lineales. La idea de comparar funciones establece
una forma inicial eficaz para el desarrollo y construccion del objeto matematico.

La utilizacién de elementos conceptuales inherentes a los objetos matematicos, ayuda en la construccion
conceptual de estos. La comparacion es fundamental para comprender y desarrollar las inecuaciones, pues a
través de ella se pueden tomar decisiones y delimitar sentencias. Mediante la tarea de modelacién presente en
esta investigacidn, los estudiantes desarrollaron un proceso de progreso desde este elemento conceptual
transversal, contribuyendo al puente entre las matematicas y la realidad.

La argumentacién y la taxonomia establecida, ayudan a organizar y visualizar como los estudiantes, a través de
sus conclusiones, establecen y van dando forma a su conocimiento. A la luz de los resultados y los conocimientos
evocados, se establece un precedente sobre la capacidad de los estudiantes para conjeturar en relacion con las
inecuaciones lineales, cuando estas derivan de situaciones reales.

El modelo, al ser cognitivo, establece dos tipos de estilos de pensamiento matematico, el visual y analitico. Estos
dos tipos de estilos de pensamiento matematico realizan una labor muy importante cuando los estudiantes se
enfrentan a desarrollar la tarea. Por este motivo, se debe considerar en la construccion de tareas de modelacion
con una perspectiva cognitiva, la presencia de ambos estilos de pensamiento matematico. Por lo tanto, no
consiste sdlo en pensamiento matematico visual o pensamiento matematico analitico, sino que las tareas deben
construirse desde la mixtura de ambos.

Las tareas de modelacidon promueven el desarrollo de habilidades y mejora el aprendizaje de las matematicas,
pues el relacionar elementos matematicos con la realidad, produce en el estudiante un significado de lo que
aprende. Ademas, para los docentes es una ayuda que proporciona bases en donde planificar la construccion y
diseno de la ensefianza de un concepto matematico.

La ensefianza-aprendizaje desde elementos situados y la creacién de tareas de modelacién a través de este
medio, debe seguir avanzando en proporcionar tareas al servicio de los docentes, que muchas veces le es dificil
relacionar la interaccién entre la teoria y el desarrollo de la practica (Blomhgj, 2019). Ademas, se debe seguir
avanzando en desarrollar la relacion dialéctica entre la practica pedagégica y la investigacidon (Aradjo, 2019),
siendo esta investigacién una contribucién a esta relacién dialéctica.

Para futuras investigaciones, se podria usar la misma tarea, pero con un objetivo diferente; especificamente,
visualizar las diferentes rutas de modelacién utilizadas de forma grupal e individual. En esta investigacion sdlo se
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realizo el andlisis de la ruta tradicional, la cual consiste en ir de fase en fase. Es evidente que la ruta de modelacion
no es lineal y que tiene diferentes formas de transitar, cuya variacién depende de cada grupo e individuo
(Borromeo-Ferri, 2010).

La comunidad de educacién matematica debe ir avanzando en ir menguando las formas tradicionales de
ensefianza-aprendizaje. El Ministerio de Educacién en Chile pone a la modelacién matematica y la habilidad de
argumentar, como elementos principales a desarrollar en los diferentes objetos matematicos. Esto muestra la
necesidad de desarrollar estas habilidades de forma conjunta en las tareas de modelacién que se construirdn en
el futuro.
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